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ABSTRAK 
 Persamaan diferensial merupakan salah satu alat yang banyak digunakan dalam model 
matematika dan analisis dalam sistem dinamik, tidak hanya berlaku pada model deterministik 
namun juga berlaku pada model stokastik. Persamaan Diferensial Stokastik (PDS) dapat 
diselesaikan dengan metode integral stokastik yang diadopsi dari penjumlahan Riemann-
Stieljes. Pada penelitian ini akan dilihat bagaimana formula Ito bekerja dalam persamaan 
diferensial stokastik, karena pada integral Ito terdapat aproksimasi jumlahan Riemann yang 
merupakan penyelesaian PDS. Tujuan pada penelitian ini yaitu membentuk model persamaan 
diferensial stokastik dan menyelesaikannya menggunakan integral Ito. 
 Metode yang digunakan pada penelitian ini berupa studi pustaka dengan mengkaji dan 
mengembangkan literatur yang berhubungan dengan adanya gerak Brown, lemma Ito pada 
persamaan diferensial stokastik. Hasil dari penelitian ini yaitu membentuk persamaan 
diferensial stokastik secara umum yang kemudian diselesaikan menggunakan formula Ito. 
Selanjutnya dengan model tersebut dapat disimulasikan pada model harga saham yang pada 
penelitian ini digunakan contoh kasus saham bank BCA. Hasil simulasi yang dibentuk 
dijelaskan pada sebuah grafik menjelaskan pergerakan harga saham BCA untuk periode 1 tahun 
mengikuti proses gerak Brown yang dimulai dengan harga saham awal sebesar 𝑥(0) dengan 
menggunakan hasil penyelesaian persamaan diferensial stokastik untuk simulasi pada model 
harga saham. 
Kata kunci : Gerak Brown, Formula Ito, Persamaan Diferensial Stokastik. 
 
PENDAHULUAN 
 Persamaan Diferensial Stokastik adalah persamaan diferensial yang salah satu 
atau lebih nilai-nilai parameternya adalah proses stokastik (stochastic process) dan 
menghasilkan solusi stokastik berupa sebuah model (Oksendal:2003). Persamaan 
Diferensial Stokastik (PDS) yang mengandung proses Wiener atau Gerak Brown. 
Persamaan Diferensial Stokastik (PDS) dapat diselesaikan dengan metode integral Ito 
maupun integral Stratonovic yang diadopsi dari penjumlahan Riemann-Stieljes. Model 
– model Persamaan Diferensial Stokastik (PDS) memiliki peranan yang sangat penting 
di berbagai bidang industri, misalnya ekonomi, keuangan, biologi, kimia, epidemologi 
juga mikroelektronik (Higham D. J, 2001). 
 Konsep integral sering digunakan untuk menentukan luas daerah di bawah 
kurva. Selain itu, integral juga sering digunakan untuk mencari penyelesaian dari suatu 
model matematika. Selama tahun 1630-an perkembangan kalkulus yang dipelopori oleh 
Fermat dan Descartes, mengarah ke geometri analitik dan teori derivatif. 
Bagaimanapun juga, perkembangan kalkulus tidak mengalami perkembangan yang 
berarti sebelum tahun 1660-an saat Isaac Newton menemukan teorema fluxions dan 
metode inverse tangents untuk mencari luas daerah dibawah kurva (Bartle dan Sherbert, 
1992:229). Pada tahun 1850-an, Bernard Riemann berhasil menemukan bentuk integral 
yang baru dan berbeda. Riemann memisahkan konsep integrasi dari diferensiasi dan 
menggunakan ide penjumlahan dan proses limit untuk menentukan luas daerah dibawah 
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kurva. Selanjutnya bentuk integral ini disebut integral Riemann. Setiap fungsi kontinu 
𝑓 pada [ 𝑎, 𝑏 ] juga terintegral Riemann pada [ 𝑎, 𝑏 ]. 
 Gerak Brown (Brown Motion) adalah suatu istilah dalam ilmu biologi (Terry 
Mart, 2001). Teori Gerak Brown dikemukakan pertama kali oleh Louis Bachelier pada 
tahun 1900 dalam tesis PhDnya yang berjudul “The Theory of Speculation”. Model 
Bachelier memanfaatkan teori Gerak Brown dalam menjelaskan kinerja saham dan 
memperlihatkan distribusi laba yang identik, bebas dan berbentuk Gaussian. Sehingga, 
pada penulisan ini Gerak Brown digunakan. Dalam matematika Gerak Brown atau 
Proses Wiener adalah Continous-time stochastic process. Gerak Brown dan Proses 
Wiener terdapat dalam matematika murni, matematika terapan, keuangan dan fisika. 
 Secara umum, dapat dikatakan bahwa harga derivatif merupakan fungsi dari 
variabel stokastik yang mendasari derivatif dan waktu. Hasil penting di bidang ini 
ditemukan oleh matematikawan Kiyosi Ito pada tahun 1951 yang dikenal sebagai 
Lemma Ito. Mulai berbicara tentang bagaimana menafsir-kan dan memecahkan sebuah 
persamaan stokastik yang mengandung Gerak Brown perlu ditemukan metode untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial stokastik. Metode tersebut akan digunakan untuk 
menjelaskan integral Riemann karena menggunakan pendekatan pembatasan untuk 
membantu menggambarkan intuisi kalkulus stokastik dan integral Ito. Dimulai dengan 
mempertimbangkan fungsi sederhana, merupakan langkah yang digunakan untuk 
mendekati bagian di bawah fungsi, dengan pengecualian bahwa fungsi sederhana 
adalah fungsi langkah acak. 
 Tipe persoalan pada penulisan ini adalah membentuk model persamaan 
diferensial stokastik yang mengandung gerak Brown kemudian diselesaikan 
menggunakan integral Ito dan melihat bagaimana formula Ito bekerja pada persamaan 
tersebut, karena pada integral Ito memiliki sifat Martingales (nilai harapan pada waktu 
yang akan datang sama dengan nilainya saat ini) yaitu mean dan variance. Selanjutnya 
digunakan pada simulasi secara umum pada harga saham. Formula Ito memberikan cara 
alternatif dalam menyelesaikan masalah persamaan diferensial stokastik dan integral 
stokastik. Penyelesaiannya dengan menggunakan integral Ito akan lebih mudah 
dibanding dengan menyelesaikannya secara umum. 
METODE PENELITIAN 
 Studi Literatur adalah mencari referensi teori yang relefan dengan kasus atau 
permasalahan yang ditemukan. Referensi tersebut berisikan tentang: 
1. Pengertian Persamaan Diferensial Stokastik secara umum. 
2. Pendefinisian integral Ito pada penyelesaian Persamaan Diferensial Stokastik. 
3. Rumus-rumus yang digunakan untuk menyelesaikan integral Ito. 
 Referensi ini dapat dicari dari buku, jurnal dan artikel laporan penelitian. 
Tujuannya untuk memperkuat permasalahan serta sebagai dasar teori dalam melakukan 
studi dan juga menjadi dasar untuk melakukan penyelesaian Persamaan Diferensial 
Stokastik dengan menggunakan integral Ito dan simulasinya pada penentuan harga 
saham. Data yang digunakan dalam penelitian ini yaitu dengan mengambil adjusted 
closed dari saham harian historical price Bank BCA. 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
1) Gerak Brown dalam Persamaan diferensial stokastik 
𝐵(𝑡) ini memenuhi: 
i. 𝐵( 𝑡 ) merupakan proses Gaussian, yaitu untuk setiap 0 ≤  𝑡( 1 ) ≤  𝑡( 2 ) ≤
 ⋯  ≤  𝑡( 𝑘 ) variabel acak 𝑍 = ( 𝐵( 𝑡1 ), ⋯ , 𝐵( 𝑡𝑘  )) ∈  𝑅
𝑛𝑘 berdistribusi 
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normal. Ini menunjukkan bahwa terdapat sebuah vektor 𝑀 ∈  𝑅𝑛𝑘 dan matriks 
definit non-negatif 𝐶 = [ 𝑐( 𝑗𝑚 )] ∈  𝑅𝑛𝑘 ×𝑛𝑘 (himpunan dari semua matriks 
𝑛𝑘 ×  𝑛𝑘 dengan elemen-elemnnya bilangan real) sehingga 
𝐸𝑥  [ (𝐵( 𝑡 ) – 𝐵( 𝑠 ) ) 2 ]  =  𝐸𝑥  [ (𝐵( 𝑡 ) – 𝑥 ) 2  −
2( 𝐵( 𝑡 ) – 𝑥 ) ( 𝐵( 𝑠 ) – 𝑥 )  +  (𝐵( 𝑠 ) – 𝑥 ) 2 ]  = 𝑛( 𝑡 − 2𝑠 + 𝑠 )  = 𝑛( 𝑡 −
𝑠 ) , 𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑡 ≥  𝑠.  
ii. 𝐵( 𝑡 ) memiliki kenaikan independen, yaitu 
                          𝐵(𝑡1), 𝐵(𝑡2) − 𝐵(𝑡1), ⋯ , 𝐵(𝑡𝑘) − 𝐵(𝑡𝑘−1) 𝑎𝑑𝑎𝑙𝑎ℎ 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛        
                          𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 0 ≤ 𝑡(1) ≤ 𝑡(2) < ⋯ < 𝑡(𝑘).  
iii.     Karena 𝐵(𝑡) berdistribusi normal maka meannya adalah 𝜇 dengan variansi      
          𝜎2𝑡. 
 Dari i,ii,dan iii, berdasarkan definisi 2.2 maka 𝐵( 𝑡 ) memenuhi ketiga sifat 
proses stokastik sehingga dapat disebut gerak Brown. Karena gerak Brown merupakan 
proses stokastik yang bersifat acak maka dinamika proses stokastik adalah kurva atau 
lintasan dalam suatu ruang keadaan (ruang fase) yang mampu menggambarkan 
dinamika untuk sistem gerak acak. Dinamika suatu sistem fisis dimodelkan dengan 
kurva-kurva berparameterkan waktu pada ruang keadaan. Kurva-kurva tersebut 
merupakan penyelesaian bagi suatu persamaan diferensial yang khas untuk setiap 
model dimana pada kasus ini yaitu penyelesaian persamaan diferensial stokastik. 
2) Formula Ito 
Lemma 4.1 (Lemma Ito) 
Misalkan diberikan sebuah fungsi F dari 𝑋( 𝑡 ) dan t atau ditulis 𝐹( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) yang 
merupakan fungsi kontinu dan diferensiabel. 𝑋( 𝑡 ) adalah proses Ito yang 
didefinisikan sebagai berikut: 
𝑑𝑋( 𝑡 )  = 𝑎( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) 𝑑𝑡 +  𝜎 ( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) 𝑑𝐵( 𝑡 ) .  
𝐵( 𝑡 ) merupakan proses gerak Brown, sehingga 𝐹( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) memiliki bentuk 
diferensial stokastik sebagai berikut 
𝑑𝐹 = (
𝜕𝐹
𝜕𝑡
+ 𝑎( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 )
𝜕𝐹
𝜕𝑋(𝑡)
 +  𝜎 ( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 )2
𝜕2𝐹
𝜕𝑋(𝑡)2
 ) 𝑑𝑡
+ 𝜎 ( 𝑋( 𝑡 ), 𝑡 )
𝜕𝐹
𝜕𝑋(𝑡)
 𝑑𝐵( 𝑡 ). 
Persamaan tersebut disebut juga sebagai rumus atau formula Ito. 
 
3) Persamaan Diferensial Stokastik 
Definisi 4.3  
 Misalkan {𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ≥  0} merupakan suatu proses stokastik dan 𝐵( 𝑡 ) adalah 
proses gerak Brown, maka persamaan yang didefinisikan: 
𝑑𝑋( 𝑡 )  = 𝑎( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) 𝑑𝑡 + 𝑏( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) 𝑑𝐵( 𝑡 )  
disebut persamaan diferensial stokastik dengan 𝑎( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) 𝑑𝑡 disebut koefisien drift 
atau mean dan 𝑏( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) 𝑑𝐵( 𝑡 ) disebut koefisien difusi atau variansi. Dengan 
mensubstitusikan formula Ito pada persamaan tersebut, maka diperoleh solusi tunggal 
sebagai berikut 
𝑋(𝑡) = 𝑋(0)𝑒𝑥𝑝((𝑎 −
1
2
𝑏2) 𝑡 + 𝑏 𝑑𝐵(𝑡). 
4) Simulasi pada Model Harga Saham 
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 Persamaan diferensial stokastik yang berbentuk seperti persamaan (4.3.1) 
adalah persamaan harga saham yang persamaan diferensial stokastiknya berbentuk 
 
𝑑𝑋( 𝑡 )  = 𝜇( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) 𝑑𝑡 +  𝜎 ( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 ) 𝑑𝐵( 𝑡 ) 
𝑑𝑋( 𝑡 ) adalah perubahan harga saham, 𝑑𝑡 periode waktu, 𝑑𝐵( 𝑡 ) variabel acak 
mengikuti proses gerak Brown, μ rata-rata rate of return dan σ volatilitas harga saham 
(jumlah dimana harga aset berfluktuasi selama periode waktu tertentu). Dari persamaan 
harga saham tersebut diperoleh solusi bentuk model saham sebagai berikut 
𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡 − 1)𝑒𝑥𝑝 (𝜇 −
1
2
𝑏2) 𝑡 + 𝜎 𝑑𝐵(𝑡). 
 Diketahui harga saham awal 𝑋( 0 ) dari data tersebut menggunakan selang 
periode waktu 𝑇 = 12 bulan dengan banyaknya data harga saham penutupan harian 
sebanyak 𝑛 = 258. Pada Gambar 4.1 menunjukkan grafik harga penutupan saham 
BBCA.JK pada periode 25 April 2017 sampai 25 April 2018. 
 
Gambar 4.1 Harga Penutupan Saham BBCA.JK 
 Gambar 4.1 menunjukkan bahwa Harga Saham Penutupan Harian Bank BCA 
cenderung semakin rendah dalam waktu 1 tahun terakhir. Kemudian dari harga 
penutupan tersebut selanjutnya akan dicari return (keuntungan) yang diperoleh setiap 
hari selama periode tersebut berlangsung. 
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Gambar 4.2 Return Saham BBCA.JK 
 Pada Gambar 4.2 menunjukkan Nilai Return dari Harga Saham Bank BCA 
selama 1 tahun dengan waktu tinjau n=258 mengalami kenaikan dan penurunan yang 
sangat acak dengan nilai return tertinggi mencapai 0.0477 atau 4.77% dari harga 
saham yang diinvestasikan dan nilai return terendah (kerugian) sebanyak -0.0424 atau 
-4.24% dari harga saham yang diinvestasikan. 
 Pada algoritma Matlab perlu dicari nilai rata-rata return saham ( μ ) dan 
volatilitas saham ( σ ) , dengan nilai rata-rata return dan volatilitas saham yang 
diperoleh dari data historical price harian 1 tahun sebelumnya, selanjutnya nilai 
tersebut di substitusi pada model persamaan diferensial stokastik untuk melihat 
pergerakan harga saham pada periode 12 bulan mendatang yang dapat dilihat pada 
Gambar 4.3. 
 
Gambar 4.3 Pergerakan Harga Saham BBCA.JK 
 Pada harga penutupan saham periode 25 April 2017- 25 April 2018 ,diketahui 
X( 0 ) =17.400 . Dengan menggunakan perhitungan pada Matlab diperoleh rata-rata 
return saham μ =-9.0038 × 1 0 -4 dan volatilitas saham σ =0.0121 . Jadi, pada Gambar 
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4.3 menunjukkan harga saham awal X( 0 ) dimulai 17.400 rupiah dan pergerakan 
harga saham untuk periode 12 bulan mendatang menunjukkan kenaikan dan 
penurunan yang acak sehingga diperoleh harga saham tertinggi akan muncul antara 
bulan ke-6 sampai ke-8 mencapai 17.856 dan harga saham terendah akan muncul 
antara bulan ke-10 sampai ke-12 senilai 16.841 . Grafik tersebut mengikuti proses 
gerak Brown sehingga harga saham tidak akan bernilai negatif. 
 
KESIMPULAN 
Formula Ito memiliki bentuk sebagai berikut 
𝑑𝐹 = (
𝜕𝐹
𝜕𝑡
+ 𝑎( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 )
𝜕𝐹
𝜕𝑋(𝑡)
 +  𝜎 ( 𝑋( 𝑡 ) , 𝑡 )2
𝜕2𝐹
𝜕𝑋(𝑡)2
 ) 𝑑𝑡
+ 𝜎 ( 𝑋( 𝑡 ), 𝑡 )
𝜕𝐹
𝜕𝑋(𝑡)
 𝑑𝐵( 𝑡 ). 
Persamaan diferensial stokastik secara umum dituliskan dalam bentuk  
𝑑𝑋( 𝑡 ) = 𝑎( 𝑋( 𝑡 ), 𝑡 )𝑑𝑡 + 𝑏( 𝑋( 𝑡 ), 𝑡 )𝑑𝐵( 𝑡 ). 
 Kemudian bentuk tersebut disubstitusi dengan formula Ito dalam bentuk 
integral. Untuk memperoleh solusi 𝐹( 𝑥, 𝑡 ) ditulis sebagai hasil kali dua buah fungsi 
dengan variabel terpisah yaitu 𝐹( 𝑥, 𝑡 )  = 𝑔( 𝑥 ) ℎ( 𝑡 ) . Dan diperoleh penyelesaian 
dari persamaan tersebut yaitu 
𝑋(𝑡) = 𝑋(0)𝑒𝑥𝑝((𝑎 −
1
2
𝑏2) 𝑡 + 𝑏 𝑑𝐵(𝑡). 
 Hasil simulasi yang dibentuk dijelaskan pada Gambar 4.3 dimana pada grafik 
tersebut dijelaskan pergerakan harga saham BCA untuk periode 1 tahun mengikuti 
proses gerak Brown yang dimulai dengan harga saham awal sebesar 17.400 dengan 
menggunakan hasil penyelesaian persamaan diferensial stokastik untuk simulasi pada 
model harga saham. 
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